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Chapitre 1

Présentation

Le formalisme LMI est aujourd’hui un outil efficace pour la résolution

de nombreux problémes d’automatique et de commande. Les progrés réali-
sés a la fin des années 80 dans les domaines des algorithmes d’optimisation
convexe, ont permis le développement d’outils de résolution numérique (LMI
ToolBox, LMITool, SeDuMi, ...).
Une part importante de programmes actuels s’attache a formuler les pro-
blémes de commande avec le formalisme LMI. Celui-ci permet d’écrire, sous
une méme forme, des problémes qui appartiennent a des classes distinctes, et
permet donc, en quelque sorte, d’obtenir une approche unifiée pour I’analyse
et la commande [1|. De plus, il est possible d’empiler les contraintes LMI
pour préciser les solutions recherchées.

1.1 Un bref historique des LMI dans la com-
mande

L’histoire des LMI remonte a plus d’un siécle, maintenant. Dans les an-
nées 1890, Lyapunov montre que ’équation différentielle &(t) = Ax(t) est
stable si et seulement si il existe une matrice P définie positive qui véri-
fie ATP + PA < 0 (inégalité de Lyapunov). Cette inégalité est une LMI
particuliére. Lyapunov a aussi montré que cette inégalité peut étre résolue
analytiquement (on peut se ramener a un systéme d’équation linéaire), en
considérant une matrice @ > 0 et en résolvant I’équation AT P+ PA+Q = 0.
Dans les années 40-50, Lur’e, Postnikov et d’autres en Union Soviétique ap-
pliquérent la méthode de Lyupanov a de véritables problémes de commande,
et résolurent les LMI qui se posaient & eux “a la main” quand celles-ci étaient
de faible taille.

Dans les années 60, Yakubovic, Popov, Kalman et d’autres réussirent a ob-



tenir un critére graphique (lemme Positif Réel, voir chapitre 3.3) permettant
de résoudre les LMI qui se posaient a Lur’e. Cela permit de montrer com-
ment résoudre certaines familles de LMI par des méthodes graphiques. Puis,
ces LMI furent résolues en étudiant les solutions d’une équation de Riccati
(ARE).

En 1971, Willems se demandait s’il existait un algorithme de calcul permet-
tant de résoudre numériquement un probléme sous formulation LMI [2] [3].
La réponse arrive une dizaine d’année plus tard, avec, par exemple, les tra-
vaux de Pyatnitskii et Skorodinskii : il est possible de reformuler un probléme
LMI en un probléme d’optimisation convexe, que ’on peut résoudre numeéri-
quement : cela peut ainsi amener une solution pour les LMIs qu’on ne peut
résoudre analytiquement. L’algorithme Ellipsoide, qui permet de résoudre les
problémes d’optimisation convexe en temps polynomial est alors utilisé.
Enfin, en 1984, Karmarkar présente un nouvel algorithme beaucoup plus effi-
cace que I’algorithme Ellipsoide, redécouvre des méthodes de programmation
linéaire, et ouvre la voie a la méthode des points intérieurs de Nesterov et
Nemirovskii.



Chapitre 2

Bases mathématiques

Dans un premier temps, nous allons redéfinir, dans un cadre plus théo-
rique, les notions nécessaires a I'optimisation convexe. Il s’agira de poser les
bases mathématiques des problémes rencontrés, pour mieux envisager les so-
lutions.

Nous définirons les notions de convexité, d’optimum. Nous recentrerons alors

I’étude sur les problémes d’optimisation convexe utilisant le formalisme des
LMI!.

2.1 Notations

Dans les définitions de ce chapitre, nous utiliserons les notations sui-
vantes :

e S est I’ensemble des matrices symétriques
S&£{M|3IneNtgM=M" eR""}

e V désignera un espace vectoriel de dimension finie (il pourra étre normé),
et £/ un sous-ensemble de V

e les notations > 0 et > 0 peuvent aussi bien se rapporter a des réels
qu’'a des matrices. Dans ce dernier cas, > 0 signifie définie positive
(pour M € R™" M > 0 si et seulement si u' Mu > 0 pour tout u non
nul de R") et > 0 signifie semie-définie positive.

!Linear Matrix Inequalities



2.2 Convexité

Définition 1 (Ensemble convexe)
D’une maniére générale, un ensemble FE est convexe si et seulement si :

VYA €[0,1], V(x1,20) € E?, Axy+ (1 —Nay € E

D’un point de vue géométrique, on peut conclure que, si deux points sont
dans un convexe F, alors, tous les points du segment reliant ces deux points
sont dans F.

Définition 2 (Fonction convexe)
Une fonction f : E — R est dite convexe si et seulement si :

FE est un ensemble convexe
VA € [0,1],| V(z1,22) € E?, f(Azy + (1 — N)az) < Af(21) + (1 — A) f(z2)

La fonction est dite strictement convexe, si I'inégalité est stricte pour x, # x»

On peut noter que, par définition, 'ensemble de définition d’une fonction
convexe doit étre convexe.

Définition 3 (Fonction quasi-convexe)
Une fonction f : E — R est dite quasi-convexe si et seulement si :

FE est un ensemble convexe
VA€ [0, 1], Y(x1,22) € E?, f(Axy + (1 — N)ao) < max(f(x), f(22))

On peut remarquer que toute fonction convexe est quasi-convexe.

Définition 4 (Minimum local)
La fonction f : F — R admet un minimum local en xy € E si et seulement
Si:

de > 0\Vz € E, ||z —xo|lg < e= f(xo) < f(x)

Ce minimum est bien sir global si Vx € E, f(xo) < f(z).

On peut bien siir, faire la méme définition avec le maximum.
La propriété suivante explique tout l'intérét que 1’on peut porter aux
fonctions convexes.

Proposition 1

Soit f : E — R une fonction convexe. Si f admet un minimum local x,, alors
ce minimum est global. De plus, si f est strictement convexe, ce minimum
est unique.



démonstration :
Prenons f : E — R convexe qui admet un mimimum local en zy. Soit €
tel que
Ve € B, ||z —xo||lp < e= f(xg) < f(2)

Soit x € E. En choisissant A € [0, 1] suffisamment petit :

€

D —
!|93—930||E

xo + A(x — x) est dans la boule de centre z et de rayon e, et :
f(xo) < fzo+ Az — 20)) = F((1 = N)zo + Az)

f(xo) < (1= A)f(zo) + Af(2)
Ainsi

0 < A(f(2) = f(20))

et f(zo) < f(x). On peut donc en conclure que z, est minimum global de f.
De plus, si f est strictement convexe, les inéqualités de la démonstration
deviennent strictes, et le minimum est unique.

Cette propriété est trés importante, car elle stipule qu’il suffit de
trouver un optimum local de la fonction convexe, pour trouver ’op-
timum global. Comme beaucoup d’algorithmes de recherche d’optimum ne
peuvent assurer que la convergence vers un optimum local, cette propriété des
fonctions convexes améliore ainsi la portée des algorithmes d’optimisation.

Définition 5 (Probléme d’optimisation convexe)
Un probléme d’optimisation convexe est un probléme de la forme

min f(z)

e

Avec

* f: E — R est une fonction. C’est la fonction objectif & minimiser

Gi(z) <0 i=1,...,p :
* — 1 — ) ) )
Q= {x €E| { Hia)=0 j=1,....q est I’espace de contrainte

*Vi=1,...,p les fonctions G; sont convexes
*Vj=1,...,q les fonctions H; sont affines

Les fonctions G; et H; sont a valeurs dans R ou dans R™*".



Ce probléme d’optimisation est dit convere car la contrainte est convexe.
Cela permet, a partir de deux points vérifiant la contrainte, d’utiliser les
points situés sur le “segment” formé par ces deux points, en étant assurés
qu’ils vérifient eux aussi la contrainte.
Démonstration :

Soient (z1,z3) € 2. VA € [0,1],0on a:

e Vi=1,....p, Gi(Ar1+ (1= N)22) < AGi(21) + (1 = A)Gy(22) <0
(car G; est convexe et car x; et xo sont dans ()

e Vi=1,...,q, Hj(hzy+ (1= Nxo) = MH;j(z1) 4+ (1 = N Hj(z5) =0

Donc Azy + (1 — N)xg € Q et la contrainte définit un ensemble convexe.

Il est évident qu’on pourra d’autant plus facilement résoudre numériquement
un probléme d’optimisation convexe que la fonction objectif sera “sympati-
que”. Par exemple, si cette fonction f était convexe, nous pourrions
alors nous contenter de la minimiser localement, pour assurer ré-
soudre le probléme.

Les algorithmes que nous verrons dans le chapitre 4 demandent & la fonction
objectif d’étre convexe pour pouvoir assurer un résultat.

2.3 LMI

Définition 6 (Linear Matrix Inequality)
Une LMI (ou Inégalité Matricielle Affine en francais) est une contrainte de
la forme :

F(r) £ Fo+ ) x;F; >0 (2.1)
i=0
ou
*x=(x1,...,2,) € R™ est appelé variable de décision (les x; sont les
inconnues du probléme)
* Fy, ..., F,, sont des matrices symétriques de R™*™

On peut aussi avoir une LMI non stricte si I’équation 2.1 n’est pas stricte
(F(z) semie-définie positive seulement).

Il est aussi possible, & partir d’autres formes d’inégalités, de revenir a
une LMI définie en 2.1 : la mise sous forme LMI d’un probléme d’optimi-
sation demande donc d’écrire les contraintes du probléme sous d’inégalités
matricielles affines en fonction des variables d’optimisation [4].



e Par exemple, les inégalités matricielles F'(z) < 0 et F(x) > G(z), avec
F et G des fonctions affines, peuvent étre ré-écrites commes des LMI, avec
—F(x) >0et F(z) — G(z) > 0.

e Si I'on considére un sytéme de LMI
FY(z)>0,...,FP(z) >0

il est possible de les regrouper en une seule LMI F(z) > 0 avec :

FO) 0 ... 0
0 F@(z) ... 0
Fwe| O W 0
0 0 .. FO()

Ainsi, nous ne distinguerons pas une LMI, d’un systéme de LMI.

e D’autres inégalités peuvent aussi s’écrire sous la forme d’une LMI.
L’inégalité F'(X) > 0 ou F' : V — S est une fonction affine, peut aussi
s’écrire sous la forme d’une LMI, en décomposant l'inconnue X dans une
base (E;)1<i<m de V :

d’ou

i=0 1=0 =0

Ainsi, I'inégalité de Lyapunov A" X + XA + @Q > 0 est une LMI (pour Q
symétrique). Nous verrons d’autres exemples dans le chapitre 3.

e La proposition suivante permet de mettre certaines inégalités non-
linéaires sous forme LMI :

Proposition 2 (Complément de Schur)
Soit ' : V — S une fonction affine avec :

ro-(95 52)



ou Q(z) est une matrice carrée.
Alors F(x) > 0 si et seulement si

{ R(z) >0 (2.2)

démonstration :

Soit M € R™™ s’écrivant sous la forme M = ( SC,QT ]53: ) avec () carrée.

On peut écrire :

T T
I 0 I 0 I 0 I 0
M = (—F I) (F [) M(F I)(—F I)
(1 0\ [(Q+FTST+SF+FRF S+F'R\ (T 0
~ \_F 7 ST+ RF R _F I

La matrice M est définie positive si et seulement si le 2° terme de la derniére
équation est défini positif. Si M est définie positive, alors R est inversible, et
avec F = —R7'ST ona:

Q—-SR'ST 0
M>O<:>< 0 R >0

(Q — SR™'ST est appelé complément de Schur de R dans M).
R>0
Q- SR1ST >0

On peut donc conclure que ’ensemble des inégalités de la forme de 2.2
peuvent s’écrire sous une LMI. Cette proposition nous permet d’étendre le
nombre de problémes qui peuvent se mettre sous une forme LMI.

Dou M >0 <=

e Une inégalité portant sur la norme d’une matrice peut aussi s’écrire
sous forme LMI :
Soit Z : V — RP*Y une fonction affine. On a :

VeeV, ||Z@)|<1 < I-Z@)Z)T >0

= (awr 7)o

e [l est possible d’éliminer dans certains cas des variables grace au lemme
d’élimination [5] :

Proposition 3 (Lemme d’élimination)
Soit la LMI suivante :

A(z) + B(z)XC" () + C(x)X "B (z) > 0

10



Il est possible d’éliminer la variable X si x et X sont indépendants. La LMI
est alors équivalente a :

B;T(x)A(x)é(z) >0
CT(z)A(x)C(z) >0
ot B et C sont les compléments orthogonaux de B et C' respectivement.

(M est le complément orthogonal de M si et seulement si MM = 0 et MM
est de rang maximal)

On pourra trouver une preuve de ce lemme dans [2].

e Il est aussi possible d’éliminer une variable d’une LMI lorsque celle-ci

comporte un terme semi-défini.
Soit le probléme LMI :

m

Trouver x € R™ tel que F(x) = Fy + ZQEZFZ >0 (2.3)
i=1

On suppose que l'on a F,,, > 0 et que F}, est de rang r < n.

Nous allons montrer que ce probléme est équivalent & un probléeme LMI avec

m — 1 variables.

F,, est semi-définie, donc il existe une matrice U de rang plein vérifiant

F,, =UU". Nous avons F(x) > 0 si et seulement si

(gi) F(x)(U U)>0

On définit

T = (ZL’l, . ,I‘m_l)T S Rm_l

et )
F(i’) 42 F() + szFz
=1

On a alors F(x) = F(&) + 2,UUT, donc
UT . UTF(2)U UTEF(2)U
F — ) X
(UT) (@) (U V) (UTF(:%)U UTE (@)U + 2, (UTU)?2

car UTU =0
En applicant le lemme de Schur, on a F'(x) > 0 si et seulement si :

UTE(#)U >0
~ ~ ~ [~ A ~\ 1 - .
UTF(&)U + 2, (UTU)” = UTF(#)0 (UTF(:f;)U) OTE(#)U > 0

11



Or, on peut choisir z,, suffisamment grand pour avoir la 2° inégalité satisfaite.
Ainsi, le probléme défini en 2.3 est équivalent & :

Trouver & € R™ ! tel que UTF(2)U > 0
On a donc pu éliminer une variable du probléme LMI grace au terme semi-
défini.

2.4 LMI et convexité

Une LMI F(z) = Fy+Y_ .-, x;F; > 0 définit une contrainte convexe. Il est
alors possible de définir un probléme d’optimisation convexe ot la contrainte
est une LMI. C’est d’ailleurs souvent le cas dans différents problémes relatifs
a la commande.

On rencontre principalement trois problémes d’optimisation convexe [6] (ou

problémes proches) formulés sous forme LMI (on considérera ici trois LMI
F,Get H)

e Probléme de faisabilité
Trouver une solution z € R™ a la LMI F(x) > 0

e Probléme de minimisation d’un objectif linéaire

mig C'x avec Q= {z | F(x) >0}
TEe

e Probléme de valeur propre généralisé
AF(z) — G(z) >0

min A avec Q=< (z,\) eR™" xR | ¢ F(x)>0

(rA)ef H(z) >0
On peut tout de méme noter que ce probléme est quasi-convexe seulement.
Dans la plupart des cas, ces problémes n’ont pas de solutions analytiques,
mais, du fait de leur convexité, ils peuvent étre résolus numériquement par
des algorithmes d’optimisations (chapitre 4).
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Chapitre 3

Différents problémes pouvant se
formuler sous forme LMI

3.1 Stabilité
On considére le systéme défini par :
z(t) = Ax(t), AeR™" (3.1)

Lyapunov a montré que ce systéme est asymptotiquement stable (toutes les
fonctions x : R — R™ qui satisfont 3.1 vérifient lim; ., 2(¢) = 0) si et seule-
ment si il existe une matrice P € R™*"™ symétrique telle que :

P>0

ATP+PA<O

Ceci est bien str équivalent a la LMI (matricielle) :

P 0 .
0 —ATP—PA

3.2 Gain statique avec saturation
On considére le systéme linéaire
t = Axr + Bu

avec A € R™" et B € R™™.
Il existe un gain statique stabilisant K tel que, pour tout condition initiale
x(0) vérifiant ||z(0)]] < 1, la commande u = Kx vérifie ||u(t)|| < tmax, ¥t > 0

13



si et seulement si il existe () € R™*" et Y € R™*™ qui vérifient les conditions
suivantes [7] :

Q=Q"
et
Q >0
—AQ —-QAT —BY —-Y'BT > 0
uilaxf Y
(5 o) = 0

3.3 Lemme Borné Réel et Positif Réel

Ces deux lemmes importants en synthése H,, peuvent se reformuler grace
aux LMI (on pourra retrouver une synthése de ces lemmes dans [8] et [5].

Proposition 4 (Lemme Positif Réel)
Le systéme

est passif, i.e.
T
/ u' (t)y(t) dt <0
0
pour toute solution z telle que x(0) = 0. Les propositions suivantes sont
équivalentes a la passivité :

* la fonction de transfert G(s) = C(sI — A)™'B + D est positive réelle,
ie.

Vs | R(s) >0, G(s) +G(s) >0

* il existe une solution P symétrique définie positive a I'inéquation de
Riccati :

ATP+PA+(PB-C"YD+D") Y PB-C")T <0
* Ja LMI suivante admet une solution en P :

P>0

<ATP +PA PB - CT)

B p-c -pT_p)=V

14



Proposition 5 (Lemme Borné Réel)
Le systéme

est non erpansif, i.e.

/ Tl dt < / " uT(bult) d

pour toute solution x telle que x(0) = 0.
Les propositions suivantes sont équivalentes (avec v > 0) :
*

[ vTou ar < [ T utn a

0

* la matrice de transfert G(s) = C(sI — A)"'B + D vérifie
1G(s)]lo0 <

* la LMI suivante admet une solution en P :

P>0

ATP+PA+3C'C PB+:C'D <0
B'P-1D'C IDTD =l ) =

* la LMI suivante admet une solution en P :

P>0
ATP4+PA PB CT
B™P —~I DT | <0
C D —~I

3.4 Calcul des normes H; et H.,

On considérera un systéme G (bouclé ou non bouclé) :

o- (443)

15



3.4.1 Norme H,

La norme Hy d’un tel systéme est donnée par

IG(s)l2 = /tr(CPpCT)
tr(BT PoD)

ou P¢ et Pg sont les grammiens de commandabilité et d’observabilité définis
par :

Py = / T AT BBTATT gy

0
Pp = /OO e TCTCeN dr

0

qui sont solutions des équations :
APy + P-A" + BB =0

ATPg+ PgA+CTC =0

On peut aussi écrire

IG(s)|l2 = \/ inf {trace (CPsCT) | APc + PcAT + BBT < 0}

Po=PJ

= \/ inf {trace (BTPgB) | ATPg+ PgA+ CTC < 0}

Pp=P}

Cette formulation se préte alors bien & une écriture sous forme LMI, en uti-
lisant le lemme de Schur.

Proposition 6 (Calcul de norme H, sous forme LMI)

La norme Hy d’un systéme (A, B,C, D) peut se calculer grace a une formu-
lation LMI :

AP+ PAT B
(H B <o
1G(s)|5 = min _ ¢r(R) avec
R=RT,P=P R CP
pct p )Y

16



ou

<ATQ + QA CT) 0

C -1
2 .
1G ()2 = ppin tr(R) avec .
R B'Q -0
QB @

3.4.2 Norme H

Contrairement & la norme Hs, il n’existe pas de méthode explicite pour
calculer la norme H., d’un systéme linéaire, il faut utiliser des méthodes
itératives.

En utilisant le Lemme Réel Borné (cf chapitre 5), on peut formuler une
méthode de calcul de norme H., en utilisant une formulation LMI.

Proposition 7 (Calcul de norme H,, sous forme LMTI)
La norme H,, d’un sytéme (A, B,C, D) peut étre calculer grace a une for-
mulation LMI :
ATX+XA XB CT
|G(s)||lo < min v avec BTX —I DT | <0
X>0,X=XxT C D —~l

3.5 Probléme standard optimal

On considére le systéme suivant :

a(t) A| B, B, x(t) Al B x(t)

w0 | = (D D) (Twl | = (A ) (w0

y(t) Cy | Dyw Dyu u(t) u(t)
avecr € R", w e RP, u e R?, e € R" et y € R®.

La mise sous forme standard permet de sélectionner les entrées et les
sorties que ’on veut controler, en y incorporant des fonctions de pondération
fréquentielles qui reflétent les objectifs de performance et certains objectifs
de robustesse.

On supposera que Dy, = 0', que la paire (A, B,,) est stabilisable et que
la paire (Cy, A) est détectable.

'Dans le cas ot le systéme n’est pas strictement propre, le terme D,, pourra étre
réintroduit a posteriori

17



cl Bcl

De plus, on notera P(s) le systéme bouclé et
C'cl Dcl

) la matrice systéme

associée.

Le probléme standard H,, H,, optimal est le suivant : quel correcteur
K (s) stabilise le systéme bouclé de la figure 3.1 et minimisent ||F;(P, K)||2
ou ||[Fi(P, K)| -

O IE
K(s)

Fia. 3.1 — Probléme standard

3.5.1 Probléme H, optimal

Supposons la matrice systéme du régulateur K (s) donné par

- Ak | Bg
= (ﬁﬁ«)

Le systéme bouclé sera de la forme :

1B A+ B,DkC, Bu.Cx | Buy+ BuDxDys
( Cd Dcl ) = BkC, Ag B Dy,
o o Ce+DeuDKCy DeuCK ‘ Dew+DeuDKDyw

Le lemme réel borné nous permet d’affirmer que ||F}(P, K)||o < 7 si et
seulement si il existe une matrice X symétrique définie positive solution de
I'inégalité matricielle :

AJX+XA, XB, C}
Bl X —~I Dl | <o (3.2)
C D —~1

cl cl

Cette inégalité n’est pas une LMI en les variables X et K, car on retrouve
des termes comportant le produit de ces deux variables. Il s’agit d’'une BMI
(cf chapitre 9). Le lemme d’élimination permet de retrouver un probléme de
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faisabilité LMI.
En supposant la paire (A, B,) stabilisable et la paire (C,, A) détectable, on
a le résultat suivant :

Proposition 8 (Probléme H,, optimal)

Le probléme H,, standard admet une solution si et seulement si il existe deux
matrices symétriques R et S satisfaisant le probléme LMI suivant :

min
~v,R=RT,8=ST

( AR+ RA" RC] B,
Ne 0\ Ne 0
(o | e b | (4 0) <
BT D;rw _’YIP

.
(NS 0) BTS —~I, D], (NS O)<0

0 I v 0 I
Ce Dew _’yIr
R I,
>
\ ([n 5) =0
ot Ny et N constituent les bases des noyaux de (B, D]},) et (C, Dy)

respectivement.

Pour construire le correcteur, on déduit d’abord, de la solution du probléme
LMI précédent, une matrice X vérifiant (3.2). Une telle matrice X est donnée
par

S N
A= (NT —M+RN)

ot M et N sont deux matrices de rang plein telles que RS + MNT = 1.
Ensuite, a X fixé, 'inégalité (3.2) devient une LMI en K, qu'il est possible
de résoudre.

Toutefois,, dans le cas oll une contrainte de structure du régulateur est in-
troduite, il n’est plus possible d’utiliser le lemme d’élimination puisque la
matrice X est indépendante de la structure de la matrice K, et le probléme
ne se réduit plus a un probléme d’optimisation convexe sous formulation LMI.
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3.5.2 Probléme H; optimal

On cherche donc ici a trouver un régulateur K qui minimise la norme Hy
du systéme bouclé. Ce probléme est équivalent & I'un ou ’autre des problémes
d’optimisation suivants :

(AclP + PA}, Bd) <0

B} -1
1G(s)|5 = min tr(R) avec
R=R' P=P ( R CclP) .
pCl P
ou
cl -
IG(s)|5=min _ tr(R) avec
R=RT,Q=QT T
R B, >0
QBcl Q

Il est possible ensuite, suivant les différents cas (retour d’état, retour
dynamique de sortie, ...), de faire apparaitre une LMI, en explicitant, en
fonction de K les matrices A, By, Cy et Dy,.

Retour d’état

Dans le cas du retour d’état, on a seulement v = K,z, donc le systéme
en boucle fermé s’écrit :

Acl Bcl _ A + BuKz ‘ Bw
Ccl Dcl N Ce +Dequ ‘ 0

Le probléme H, standard est alors équivalent au probléme d’optimisation :

min _ tr(R)
R=RT,P=PT
(A+ BuK,) TP+ P(A+ BJK.) (Cot Do) _
Ce + Doy K, —I

R BIP\ _,
PB, P

Ce probléme est un probléme sous contrainte bi-linéaire en P et K,. Mais
il est possible de se ramener & un probléme sous contrainte LMI par un
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changement de variable.

On pose W = P! et Q = K,P (P étant strictement définie positive, P est
inversible). On transforme la premiére inégalité matricielle grace au lemme
de Schur, puis on multiplie 'expression obtenue & gauche et & droite par P!,
puis on effectue le changement de variable. On retrouve, grace au lemme de
Schur, une inégalité matricielle, qui est maintenant linéair en W et @)

WAT + AW + Q7B + B.Q (C.W + D)7 _
CeW + DeuQ —1

Le changement de variable est aussi appliqué a la deuxiéme inégalité matri-

cielle, aprés multiplication par a gauche et a droite.

0 P!
Finalement, le probléme H, avec retour d’état est équivalent au probléme
suivant :

min _ tr(R)
R=RT ,P=PT
WAT + AW+ QTB, + B.Q (C:W + DeQ)7 _
CW + DeuQ -1

R B!
B. W >0
Retour dynamique de sortie

Proposition 9 (Probléme de synthése H; par retour dynamique de sortie)
Le probléme de synthése H, par retour dynamique de sortie [9] est équivalent
a:

min

Y,X,VV,L,F
( Y I
I X XB, + FDeu > 0
Bl BIX +DIFT

( R YCT + LTDT
C.YT + Dy, L

")
| ( G) <o

La construction du régulateur se fait alors par :
K(s)=L(s(I-XY)=MT)"'F
avec M = -7 — (YC] + L"D/)C..
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Chapitre 4

Algorithmes et méthodes pour la
résolution des problémes LMI

Les solutions analytiques a ce type de probléme n’existent que dans trés
peu de cas (et surtout avec des problémes de petite taille). Nous présentons
alors deux méthodes de résolutions algorithmiques qui ont permis ’essor de
I'utilisation des problémes LMI depuis les années 1980.

4.1 L’algorithme Ellipsoide

Cet algorithme a été développé par Shor, Nemirpvskii et Yudin. Nous le
présenterons dans le cas d’une optimisation de la fonction objectif convexe
f:V — R sans contrainte, pour simplifier [10].

Définition 7 (sous-gradient)
Soit f:V — R.
x* est un sous-gradient de f en x € V si et seulement si :

VyeV, fly) > flz)+(y —x)a"

Cette notion servira dans I’algorithme Ellipsoide.

L’idée de cet algorithme réside en la génération d’une suite d’ellipsoides
(€i);ey de V contenant chacune I'optimum de f, et dont le volume converge
vers 0.

Etape O :
On se donne g € V et Py € S définie positive. Cela nous permet de définir
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Iellipsoide & :
E={zeV|(z—z0) Fy'(x—1z) <1}

ol x précise le centre de I’ellipsoide, et la matrice F, sa taille et son orien-
tation. & doit contenir 'optimum pour assurer le fonctionnement de 1’algo-
rithme.

Erv1

|

1

F1G. 4.1 — ITtération de l'algorithme Ellipsoide

Etape k41 :
On va construire une nouvelle ellipsoide &, contenant I'optimum, & partir
de D'ellipsoide &.
Si ’on considére le sous-gradient g de f au point xy, celui-ci nous permet
de partager V en deux demi-espaces, un contenant l'optimum, et un autre
ne le contenant pas (I'ensemble V = {x € V | g/ (z — z;,) <0} contient le
minimum de f sur V, par définition du sous-gradient).
On peut maintenant définir un ellipsoide £ contenant & NV (grisé sur la
figure 4.1). x41 et Py,1 sont donnés par :

el B Prgy,
k41 = T —
’ (m +1)v/94 Prgr
m? 2
P2 —— (P — Pkgrg) P
k+1 2 —1 < [ (m+1)g;;rpkgk kgkgk k)

ou m = dim(V)
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On peut montrer que 'on a volume(&;,) < e '/?™volume(&;), ce qui nous
assure la convergence numérique de la méthode en un temps polynomial. La
preuve de cet algorithme peut étre trouvée dans [2].

4.2 Meéthodes des points intérieurs

Ces méthodes ont été développées par Nesterov et Nemirovskii vers la fin
des années 80 |11]. Elles ont été rapidement adoptées, du fait de leur perfor-
mance, et ont suscité de nombreuses améliorations. Ces méthodes reposent
sur la transformation du probléme convexe en probléme non contraint par
I'introduction d’une fonction barriére ¢ [6].

Définition 8 (Fonction barriére)
Une fonction barriére ¢ est une fonction V — R différentiable vérifiant les
propriétés suivantes :

* ¢ est strictement convexe sur la contrainte Q) = {z|F(x) > 0}

* VY (2n),en € QY tel que lim z, = z* € 99, alors on a

n—-4o00

lim ¢(x,) = 400

n—-4o00

Si une telle fonction barriére existe, alors on peut transformer notre pro-
bléme de minimisation sous contrainte non différentiable en probléme d’op-
timisation différentiable non contraint, en minimisant sur V la fonction :

z = 1f(z) + o(2)

t est appelé paramétre de pénalisation.

On peut montrer [2] que la fonction barriére suivante est une fonction
possible pour la résolution du probléme de faisabilité :

o) :{ J—rizg(det(F(ﬂf))) Eiﬁég

24



Chapitre 5

Résolutions de problémes LMI
avec la LMI Control Toolbox
pour MATLAB®

Matlab et Scilab représentent des outils universels de calcul numérique
qui sont beaucoup employés en automatisme et en commande. Pour chacun
d’entre eux, il existe plusieurs boites a outils basés sur différents algorithmes
et différentes implémentations. On peut citer notamment :

— LMI Control ToolBox pour Matlab (basé sur l'algorithme des points

intérieurs développé par Nesterov et Nemirovskii)

— LMITOOL [7] pour Scilab et Matlab (algorithme développé par Neste-

rov et Todd)

— SeDuMi, développé par F. Sturm, qui se révelle étre parmi les plus

performants des solveurs LMI

Nous allons traiter un probléme numérique concret a partir de la LMI

Control Toolbox pour Matlab.

5.1 Apercu

La LMI Control Toolbox est une boite a outils pour résoudre numérique-
ment des problémes généraux sous formulation LMI. Elle fournit des outils
simples et performants pour la spécification et la manipulation de LMI, et
un solver pour les trois problémes LMI génériques.

Son but principal est de [12] :

— permettre une description directe d’'une LMI, en définissant de maniére

naturelle chaque bloc
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— donner accés au solver (pour une optimisation de code)
— faciliter la validation de résultats et la modification du probléme

5.2 Premier exemple

5.2.1 Probléme a résoudre

On cherche a résoudre le probléme suivant [12] :

min 7r(X)
XeQ
avec
Q={XeR” | ATX+XA+XBB'X +Q <0}
et
-1 -2 1
A= 13 2 1
1 -2 -1
1
B =
1
1 -1 0
Q = -1 -3 -12
0 —12 —36

On réécrit d’abord le probléme sous forme LMI, avant de pouvoir le ré-
soudre numériquement, :

min 7r(X)
XeQ
avec AT A+Q XB
- 3%3 X+ XA+ X
Q= {X € R | < BTY 7 ) <0

La résolution d’un probléme LMI avec la LMI Control Toolbox se fait en
plusieurs étapes :
Initialisation de la LMI
Déclaration des inconnues (taille et structure)
— Déclaration des coefficients des inégalités matricielles
— Finalisation de la LMI
— Reésolution du probléme associée a la contrainte LMI
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5.2.2 Implémentation

e On initialise d’abord les matrices A, B et () :

%initialisation des matrices
A=[-1 -2 1; 32 1; 1 -2 -1];

B=[1 0 1]°;

Q=[1 -1 0; -1 -3 -12; 0 -12 -36];

e Puis on indique a la LMI Control Toolboxr que 'on va commencer &
décrire une LMI, en partant de zéro (on peut aussi partir d’'une LMI
existante, pour la modifier ou la compléter).

%» mise en place de la contrainte sous formulation LMI
setlmis([])

e Ensuite, on indique avec la fonction Imivar! quelles sont les inconnues
de ce probléme, et de quel type elles sont (la LMI Control Toolbox
permet de définir des inconnues matricielles qui ont différentes struc-
tures : définie par bloc, diagonale, symétrique, ...). Ici, I'inconnue est
X € R3*3, une matrice symétrique.

% inconnues
X=1lmivar(1,[3 1]);

e On indique ensuite avec la fonction lmiterm les différents termes qui
composent la LMI, un par un, selon s’il sont constants ou qu’ils dé-
pendent de X.

% 1mi

IQ=newlmi;

Imiterm([IQ 1 1 X],1,A,’s’); % XA+A’X?
Imiterm([IQ 1 1 0],Q); % Q
lmiterm([IQ 1 2 X],1,B); % XB
Imiterm([IQ 2 2 0],-1); h -1

e En dernier point, avant de lancer la résolution numeérique, on indique
que la définition du probléme LMI est terminée, et on indique la fonc-
tion objectif.

% fin de la paramétrisation du probléme
LMI=getlmis;

% fonction objectif
obj=mat2dec(LMI,eye(3)); % objectif : trace(X)

!Nous détaillerons son fonctionnement dans le chapitre 5.3
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5.2.3 Solution

On peut ensuite trouver une solution numérique a ce probléme :

options=[1e-5,0,0,0,0];
lopj_opt,res]=mincx(LMI,obj,options);

X_opt=dec2mat (LMI,res,X)

Le résultat est le suivant :

Solver for linear objective minimization under LMI constraints

Iterations : Best objective value so far
1
2 -8.511476
3 -13.063640

%ok K new lower bound: -34.023978
4 -15.768450

*kk new lower bound: -25.005604
5 -17.123012

*kk new lower bound: -21.306781
6 -17.882558

%k k new lower bound: -19.819471
7 -18.339853

%k k new lower bound: -19.189417
8 -18.552558

*ok K new lower bound: -18.919668
9 -18.646811

¥k k new lower bound: -18.803708
10 -18.687324

%ok K new lower bound: -18.753903
11 -18.705715

%ok K new lower bound: -18.732574
12 -18.712175

%k k new lower bound: -18.723491
13 -18.714880

*kk new lower bound: -18.719624
14 -18.716094

%k k new lower bound: -18.717986
15 -18.716509
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* %k new lower bound: -18.717297
16 -18.716695
Kk ok new lower bound: -18.716873

Result: feasible solution of required accuracy
best objective value: -18.716695
guaranteed relative accuracy: 9.50e-006
f-radius saturation: 0.000% of R = 1.00e+009

I><
o
el
ct

1

-6.3542  -5.8895 2.2046
-5.8895  -6.2855 2.2201
2.2046 2.2201 -6.0771

En 16 itérations, nous trouvons un X,,, avec une précision relative sur
la valeur optimale de ’objectif de 9,5.107°.

5.3 Les principales fonctions de la LMI Control
Toolbox

Pour pouvoir comprendre un peu plus comment on peut se servir de
la LMI Control Toolbox, nous allons expliquer une a une les principales
fonctions. Toutefois, pour plus de détails, il faut se rapporter a [12].

5.3.1 Représentation d’une LMI

La LMI Control Toolbox utilise un objet de type LMISYS pour représenter
une LMI. Cette représentation interne permet de manipuler des LMI de la
forme :

NTL(Xy, ., XN < MTR(X4,. .., XM
ou

e X, ..., X} sont les matrices inconnues, qui peuvent avoir des structures

particuliéres (matrices symétriques, diagonales, etc.)

e [ et R sont des matrices par bloc symétriques, dont la structure de
chaque bloc est identique, et dont chaque bloc est composé de combi-
naisons affines de X1,..., X et leur transposées

e N et M sont les facteurs extérieurs, de dimension identique
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Cette représentation interne comprend donc les inconnues de cette LMI ainsi
que leur forme, et les différents termes de celle-ci.

Une description d'une LMI doit commencer avec setlmis et finir avec getlmis.
La fonction setlmis initialise la description de la LMI. Pour spécifier une
nouvelle LMI, on tape :

setlmis([1);
Et pour partir d’'une LMI LMISO existante, on tape :
setlmis (LMISO0);

Quand la description est terminée, on récupére la représentation interne
LMISYS, que 'on peut alors utiliser avec d’autres fonctions de LMI-Lab :

LMI=getlmis;

5.3.2 Deéclaration des inconnues

Les variables matricielles (les inconnues de notre LMI) doivent étre dé-
clarées avec lmivar et caractérisées par leur structure.
La syntaxe générale de la fonction 1lmivar qui permet de déclarer une incon-
nue est :

X=1mivar (type,struct) ;

Les inconnues peuvent étre de trois types :
— type=1 : Matrice symétrique diagonale par bloc.

Dy 0 ... O
P 0 D,

S 0

0O ... 0 D,

ou chaque bloc D; est carré et est ou bien une matrice nulle, ou bien
une matrice scalaire ou bien une matrice symétrique pleine

— type=2 : Matrice rectangulaire quelconque.

— type=3 : Matrices particuliéres. Ce troisiéme type permet de décrire in-
dépendamment chaque coefficient de I’inconnue matricielle. Ils peuvent
étre égaux a 0, x,, ou —x,, ou x, est la niéme variable de décision
(scalaire) de la LMI.

Pour chacun de ces types, struct indique la structure particuliére de X :
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— Pour les matrices de type 1 (symétrique diagonale par bloc), struct
est une matrice de 2 colonnes, et avec autant de lignes que de blocs
diagonaux. La premiére indique la taille du bloc diagonale, et la seconde

la nature du bloc :
-1 — Dbloc nul

0 — bloc scalaire
1 — Dbloc symétrique plein
— Pour les matrices de type 2 (matrices rectangulaires pleines), struct
est un vecteur a 2 entiers, représentant la taille (nombre de lignes et
nombre de colonnes) de la matrice
— Pour les matrices de type 3 (matrice particuliére), struct est une ma-
trice de méme taille que le bloc a décrire, et chacun de ses coefficient le
numéro d’une variable de décision scalaire. Par exemple, les matrices
3x3 de Toeplizt :
Y1 Y2 Y3
Y=1v2 n1 v
Ys Y2 Y1

sont définies par

Y=Ilmivar(3,n+[1 2 3;2 1 2;3 2 1]);

ou n est le nombre de variables de décisions déja déclarées dans cette
LMI.

5.3.3 Déclaration des LMI

Nous allons maintenant déclarer chaque terme de chaque inégalité matri-
cielle affine (nous ne spécifierons que les termes de la diagonale supérieure,
ou inférieure ; la matrice F' étant symétrique, cela est suffisant).

Une LMI est composée de :
— termes constants
— variables, c’est & dire de la forme PXQ ou PX 'Q, ou P et @ sont des
matrices données constantes, et X une variable matricielle, déclarée au
préalable avec 1lmivar

— facteurs extérieurs (constants)

Chaque terme d’'une LMI est spécifié un & un, en utilisant lmiterm, en
spécifiant & quel LMI et & quel bloc de la LMI il se référe. Pour spécifier
un bloc de LMI composé de sommes de plusieurs termes, on indique tout
simplement un & un les termes, et le numéro de bloc; les termes se référant
au méme bloc sont alors additionnés.

Pour commencer, il faut indiquer que I'on va rentrer les coefficients d’une
nouvelle LMI avec newlmi. Cette fonction renvoie le numéro de la LMI créée,
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qui nous servira pour remplir ses coefficients.
LMI1=newlmi;

Puis on indique un par un les termes de cette LMI avec 1lmiterm :
— pour un terme constant :
lmiterm([N i j 0],P) ;
avec :
* N : numéro de la LMI (donné par newlmi par exemple, s’il s’agit
du terme & gauche de l'inégalité <, I'opposé de ce numéro, s’il
s’agit d’un terme a droite de 'inégalité

* i j:coordonnées du bloc de la LMI

* P : terme constant (une matrice, ou un scalaire dans le cas d’une
matrice proportionnelle & la matrice identité (dans ce cas, la taille
de la matrice est donnée par le contexte)

— pour des termes dépendants d’une inconnue, de la forme PX() :
Imiterm([N i j X1,P,Q) ;
avec :

* N : numéro de la LMI
* i j:coordonnées du bloc

* X : indice représentant 'inconnue matricielle X. Cet indice est
renvoyé par la fonction 1mivar lors de la création de 'inconnue X

* P et Q : matrices constantes. Si le paramétre Q est omis, cela cor-
respond & ) = [
— pour les termes dépendants d'une inconnue, de la forme PX Q) :
Imiterm([N i j -X1,P,Q) ;

* X : indice de I"inconnue X

— pour les termes dépendants d’une inconnue, de la forme PXQ+Q "X "PT :
Imiterm([N i j X1,P,Q,’s’) ;

5.3.4 Déclaration de la fonction objectif

La fonction objectif doit étre déclarée sous la forme d’un objectif linéaire :
C'z ou x = (x1,...,2,) € R" est le vecteur d’inconnues (variables de déci-
sions, scalaires).

Les fonctions mincx, feasp et gevp, permettant de résoudre les trois princi-
paux problémes LMI, admettent comme paramétre le vecteur C.
Comme souvent les inconnues des LMI sont matricielles, il est utile de faire
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appel a la fonction mat2dec qui permet de passer d’une représentation a une
autre. Ainsi, a partir d’'une LMI et de valeurs pour les inconnues matricielles,
on peut retrouver un vecteur d’inconnues scalaires.

Par exemple, si 'on veut minimiser la trace d’inconnue matricielle X, C' de-
vra sélectrionner la diagonale de X, et cela s’obtient en faisant X = I. Le
vecteur d’inconnues scalaires représentant la fonction objectif et servant aux
fonctions mincx, feasp et gevp s’obtient ainsi :

c=mat2dec(LMI,eye(3));

De plus, la fonction defcx permet tout de méme d’exprimer la fonction ob-
jectif en utilisant les inconnues matricielles (cf [12]).

5.3.5 Les solvers

Trois solvers sont disponibles dans la LMI Control Toolbox, correspon-
dant aux trois problémes principaux rencontrés (cf chapitre 2.4)

e Probléme de faisabilité : le solver correspondant est feasp

e Minimisation d’un objectif linéaire : le solver adéquat est mincx

e Probléme de valeurs propres généralisées : gevp

Pour chacune de ces fonctions, il est possible de donner les options de
résolutions, telles que le nombre maximum d’itérations, le rayon de faisabi-
lité (une valeur R telle que la solution x vérifie "2 < R? ce qui permet

d’empécher d’avoir des solutions avec une norme trés grande), la précision
relative sur la valeur optimale de 1’objectif, etc.

5.4 Deuxiéme exemple

5.4.1 Probléme a résoudre

On cherche deux matrices symétriques X € R*¢ et S € R¥*, avec S de

la forme :
st 0 0 O

0 s1 0 O
0 0 S92  S3
0 0 S3 S4

S:

tels que
ATX + XA+ CTSC XB
( BTX —S) <0
X > 0
S > 1
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5.4.2 Source

Ce probléme peut se formuler de la facon suivante :

% initialisation des matrices
A=. ..

%» mise en place de la contrainte LMI
setlmis([]);

% déclaration des inconnues
X=lmivar(1,[6 1]); % X est une matrice symétrique 6x6 quelconque
S=lmivar(1,[2 0;2 1]); % S est une matrice avec 2 blocs diagonaux

% le ler est scalaire, le 2eme symétrique plein

% lere LMI

IQ1=newlmi;

Imiterm([IQ1 1 1 X],1,A,’s’); % A’X+XA
Imiterm([IQ1 1 1 S],C’,C); % C’SC
Imiterm([IQ1 1 2 X],1,B); % XB
Imiterm([IQ1 2 2 S]1,-1,1); % -S

% 2eme LMI

IQ2=newlmi;

Imiterm([-IQ2 1 1 X],1,1); % 0<X (d’ou le -IQ2)
% 3eme LMI

IQ3=newlmi;

Imiterm([-IQ3 1 1 S],1,1); %S
Imiterm([IQ3 1 1 0],1); % I

% fin de la paramétrisation
LMI=getlmis;

5.5 L’éditeur de LMI

Il existe une autre fagon d’écrire un systéme d’équations LMI avec MAT-
LAB Control Toolbox. Il s’agit d’utiliser I’éditeur de LMI (disponible grace
a la commande 1miedit). Celui-ci est constitué d’une interface graphique
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qui permet de spécifier les LMI comme des expressions matricielles symbo-
liques. Cela permet une saisie de maniére plus intuitive et efficace qu’avec
les commandes 1miterm et 1mivar, mais ces derniers sont plus puissants et
flexibles.

4 |Figure No. 1: LMI Editor

name the Li| system: [ L |
& describe the matrix variables " wiew commands help
vanahble name type (SERKG]_ siructure
* 3 [61]
s s 021
& descibethe LMz as MATLAB expressions  wiew commands help
[A%R + XA+ C*3*C KB B™x S]<0
=0
Sl
Lh| descrintian commands internal descrintion l ; | | |
load save | read wirite | create SER i

F1G. 5.1 — Interface graphique 1miedit
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Chapitre 6

Conclusion

Dans la théorie de la commande, les LMI jouent, depuis quelques années,
un roéle important : elles permettent une formulation unifiée de bon nombre de
problémes de commande des systémes linéaires, en les transformant en pro-
bléme d’optimisation sous contraintes convexes. Elles constituent & ce titre
un outil central en automatique, et ce, depuis I’avénement d’algorithmes per-
formants permettant leur résolution numérique.

Il existe cependant des problémes de commande tout a fait importants d’un
point de vue pratique, tels que les problémes de commande H, ou H, a ordre
et a structure fixés, la commande multimodéle, le dimensionnement optimisé
de systémes, ...

Ces problémes font intervenir une classe plus générale d’inégalités matri-
cielles : les inégalités matricielles bilinéaires :

Définition 9 (Bilinear Matrix Inequality)
Une BMI (ou Inégalité Matricielle Biaffine) est une contrainte de la forme :

p q P g

F(z,y) & Foo + Z z;i Fio + Zijo,j + Z Z%‘%’Fz‘,j > 0 (6.1)
i=1 j=1 i=1 j=1

ou
*r = (r1,...,2p) € R, y = (y1,...,y,) € R? sont les variables de

décisions
*les F; j pour 1 <i<petl<j<gqsontdes matrices symétriques de
]RTLXTL

On distingue 1a aussi deux types de problémes :

e Probléme de faisabilité
Trouver une solution (z,y) € R? x R? a la BMI F(z,y) > 0

36



e Probléme de minimisation d’un objectif linéaire sous contraine
BMI

(mz)ixQC’me + C’yTy avec 0 = {(z,y) € RP x R? | F(z,y) > 0}
x,y)€E

Notons qu’une LMI est une BMI particuliére (avec F; ; = 0, pour 1 < i <
pet 1 <j <gq).De plus, certaines BMI particuliéres peuvent étre transfor-
mées en LMI par changement d’inconnues ou par élimination de variables.

Dans le cas général, un probléme de faisabilité BMI correspond & un pro-
bléme de minimisation d’une fonction biconvexe sur R? x R?, pour lequel
il n’existe pas de méthode générale (les problémes BMI appartiennent a la
classe des systémes NP-difficile, donc il n’existe pas d’algorithme polynomial
de résolution des BMI), mais il est possible d’obtenir des solutions appro-
chées [10].
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Annexe A

Exemples de probléme LMI ou
BMI

A.1 1%exemple

Le probléme est le suivant :
On dispose d’un systéme G de 2éme ordre

2
9wn

Gls) = s2 + 2¢wy, + w?

Et d’un régulateur K de structure PID :

1

Ky
On supposera connu les coefficients 7T} et K, de ce régulateur (par placement
de pole du systéme Modéle-Régulateur).
On dispose d’un modéle de référence M,.; et I’on désire rajouter un préfiltre
a ce processus régulé afin d’obtenir un modéle le plus proche (au sens de la
norme H,.,) du modéle de référence).

On impose un préfiltre P de la forme :

b

On cherche donc a résoudre le probléme suivant :

i | M (5) = My (s)
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On calcule M(s) :
G(s)P(s)
1+ K(s)G(s)
gwn(ds +b)
$3 4 20wy s? + (1 4+ gKp)w?s + g;i’%

M(s)

On peut voir d’ailleurs, que, si ’on dispose de poles x, y et z, vérifiant
T +y + z = —2Cwy,, alors on peut identifier 7; et K, :

zy+rz+yz 1
R Iy A
TYz wng g
On peut alors écrire notre systéme Préfiltre-Processus-Régulateur sous
une forme d’état :

0 1 0 0
A= 0 0 1 B=1o0
2
—%n (14 gKyw; —2Cwy 1
C = (gwib gwid 0) D = (0)

De la méme maniére, on peut définir les matrices d’état A,.r, Byes, Crer
et D,.; du modéle de référence.
On peut donc en déduire les matrices d’états du modéle différence

AM(s) = M(s) — Myes(5)

de représentation d’état AA, AB, AC et AD. On a :

A 0 B
A= 4, AB = ( Bref)

AC = (C ~Cre) AD = (D =D,y

Puisque le calcul de la norme H,, du modéle différence peut se traduire
sous forme d’un probléme convexe sous contrainte LMI, écrivons-le :

|AM(5)]|0o = min
7, X>0,X=XT

sous la contrainte

AATX + XAA XAB ACT
ABTX —~I ADT| <o
AC AD  —yI
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On décompose AC' de la maniére suivante :
AC =C1+Y(C,

ol
Clz(O 00 —Cref)

gw? 0 0 0¢,,
¢ = ( 0 gw? 0 0%;)
et ou Y est une nouvelle inconnue matricielle de notre LMI
(Y s’écrit Y = (b d))

Ainsi, pour trouver les paramétres b et d du préfiltre tels que la norme
H,, du modéle différence soit la plus faible, il faut résoudre le probléme sous
contrainte LMI suivant :

min
7, X=XT,X>0Y
AATX + XAA  XAB C]+CJYT
ABTX —~1 ADT <0
AD Cl + YCQ —’}/]

A11 Casl1
On prendra, dans les trois cas suivants, les valeurs numériques suivantes :
g=1w,=1 (=1

On considére ici le modéle de référence :

1
Mre =
T s+ 05)(s+ 1)

On reégle alors K, et T; pour avoir un pole en —0.5 et un en —1. On obtient

donc
ds+b

(s+1)(s+0.5)2
On peut donc s’attendre ici, aprés optimisation du probléme LMI, & optenir

b=0.5et d=1. Et c’est évidemment ce que l'on trouve (en 0.4s avec une
précision de 10~ sur un ordinateur de bureau)

M(s) =
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A.1.2 Cas 2

De la méme maniére, si I’on considére le modéle de référence

20
(s+1)(s +0.5)

Mref =

, on retrouve, aprés optimisation LMI, des valeurs de b et d (ici d = 0 et
b = 20) telles que le modéle obtenu est identique au modéle de référence,
puisque cela est ici possible.

A.1.3 Cas 3

Un cas plus interessant est le cas suivant :

0.1s% 4+ 10s + 0.05

Mre =
T s+ 1)(s+05)?

En effet, 'ordre de ce modéle est trop grand pour que I'on puisse un réglage
de b et d nous donnant un modéle identique & notre modéle de référence. Il
s’agit donc bien, ici, de trouver le préfiltre permettant & notre modéle de se
rapprocher le plus (au sens de la norme H).

Nous trouvons les valeurs suivantes : b = 0.0375 et d = 10 Il est interessant
de tracer les diagrammes de bode de ces deux modéles (référence et le modéle
qui s’en approche) (figure A.5)

A.2 2°exemple

On dispose d’un systéme G du 2°ordre défini par

(5) = e
824 2Cw,s + w2

On impose un régulateur K de type Proportionnel Intégral (figure A.2) :
K

K(s) = K, + —
S
De plus, on considére une fonction de pondération W, paramétrée par 7 :

1
Wa(s) = + 78

TS
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Phase (deg); Magnitude (dB)

To: Y(1)

Bode Diagrams —— Modéle de référence

Modéle approché

From: U(1)
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FiG. A.1 - Diagramme de Bode des deux modéles

K(s)

c
\ 4
)
wn
—/
<
\

FiG. A.2 — Systéme régulé
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On cherche alors le régulateur K stabilisant le systéme et qui minimise 7 sous
la contrainte

[S(W ()] < @
(S(s) est la sensibilité ; il s’agit ici d’une contrainte sur la sensibilité pondé-
rée).
On se donne les valeurs numériques suivantes :

g=1Lw,=1,(=01,a=1oua=08

Pour pouvoir obtenir un probléme se mettant sous forme LMI ou BMI,
ou K,, K, et 7 sont des variables, il faut mettre le probléme sous la forme
suivante (figure A.3) :

w Y z
TG =

K'(s)

A

Fi1G. A.3 — Mise sous forme standard

ot K’ est seul fonction de K, K; et 7. G’ est le systéme G augmenté,
pour y incorporer la sensibilité.
Malheureusement, comme celle-ci est pondérée par une fonction W(s) qui
dépend d’un paramétre que I'on doit optimiser, on doit directement utiliser
son expression W (s) =1+ x+, avec x = =.

On se raméne tout d’abord & un modéle augmenté dans lequel on a in-
corporé la fonction de pondération de la sensibilité :

Ensuite (figure ?7?) :
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FiGc. A.4 — Modéle augmenté, avec la sensibilité pondérée
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F1G. A.5 — Nouvelle formulation du probléme
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